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I. Geometrie si trigonometrie
(clasa a IX-a)

1. Paralelism si caicul vectorial

1.1. Vectori, egalitatea a doi vectori, suma a doi
Descrierea CIP a Bibliotecii Nationale a Roméaniei vectori

POMP:n?c():r:t,olr\IgeR I'rrl:".:':ltematicé\ : geometria / Adrian Popescu. - Definitie: |O mulfime ordonata V = (X1, X2, X3 )€ R se
Bucuresti : Booklet, 2015 numegte vector cu 3 componente, sau
ISBN 978-606-590-303-6 vector 3 - dimensional. Numérul natural n
se numeste dimensiunea vectorului \7, R3

514(075.35) se numeste spatiu real (3 - dimensional).

Observatie: V =(x,,x,)e R? - vector cu 2 componente,
R? este planul real.

Definitie: | Vectorii V;=(x,%,,x;) $i Vo =(y,.y5.Ys)

uéucl,'!lllllglglll sunt egali daca x;= y; (i= 1, 2, 3).

Tiparitla C NJ. ,CORESI* S A

Defintie: |Suma vectorilor V; si V, de mai sus este
vectorul Vy+Vy = (X, + Y1, X +Ya,Xz +Ys).
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1.2. Produsul-unui vector cu un numar real (.< R)

Definitie: |Fie un vector V=(x.X,,X;) §i scalarul
’e R, produsul dintre vector si scalarul
este vectorul AV = (AX;,AXz,AXs) .

Observatie: Diferenta vectorilor
Vi =(X1’X2,X3) si
V, =(Y4,Y2,Ys) este vectorul

Y/:—Vt:(x1 —Yi:Xo Y2, X3 _ya)-

Exemplu: V,=(2,3,-2) si V,=(15,3)
Vi+V; =(381; Vi-V,=(1-2-5);
Vi

v, -
3V, =(6,9,-6); V,—-V,=(-12,5).

1.3. Descompunerea unui vector dupa doua
directii date

Teorema: |Fie a si b doi vectori oarecare, neavand
aceeasi directie (dreptele suport nu sunt
paralele). Oricare ar fi vectorul V, exista
o, pe R, astfel incat V =od +Bb. Scalarii o
si P cu aceastéa proprietate sunt unici.

s
P Q%Z |
b 00—
ad

1.4. Coliniaritatea a doi vectori; probleme de
coliniaritate

Definitie: | Doi vectori sunt coliniari daca cel putin
unul este nul sau dacd améandoi sunt
nenuli si au aceeasi directie.

Observatie: 1. Vectorul nul este coliniar cu orice alt
vector.
2. Doi vectori necoliniari sunt doi vectori
nenuli care au directji diferite.

Teorema: | Fie U un vector nenul si V un vector

oarecare.

1. Daca u si V sunt coliniari, atunci exista
un umadr real \, unic, astfel incat V =\u.

2. Dacd existd AeR astfel incat V=»\l,
atunci U si V sunt coliniari.

Important:| Coliniaritatea vectorilor poate fi utilizatd
pentru a demonstra cd trei puncte sunt
coliniare sau ca doué drepte sunt paralele.




1.5. Reper cartezian; coordonate carteziene;
distanta dintre doua puncte

Definitie:

Exemplu:

Definitie:

Teorema:

Definitie:

Se numegte axa de coordonate o dreapta
pe care sunt fixate: un punct O (numit
origine), un segment Ol, a carui lungime

este egald cu unitatea si un sens pozitiv.

x__ OB(-2,5) A(3)x

OB=(-2,5)01 OA=301

Se numeste reper cartezian in plan un
sistem format din doud axe Ox si Oy cu
aceeasi origine. Un reper cartezian format
cu axele Ox si Oy se noteazd xQy. Dacéd
axele Ox si Oy sunt perpendiculare,
reperul xOy se numegte reper ortogonal
(sistem de axe ortogonale).

Intr-un reper cartezian, oricarui punct
A(a,b) din plan ii corespunde un singur
vector V =(a,b)e R? si reciproc.

Se numegte reper cartezian in spatiu un
sistem format din trei axe Ox, Oy, Oz cu
aceeasi origine si el se noteazd xOyz.
Daca axele Ox, Oy si Oz sunt
perpendiculare doud céte doud, atunci
avem un reper ortogonal sau un sistem

de axe ortogonale ale spatiului.

Teorema:

Definitie:

Intr-un reper cartezian, oricdrui punct
A(a,b,c) ii corespunde un singur vector
V=(a,b,c)e R® i reciproc, pentru orice
vector (a,b,c)eR® existd unic un punct
A(a,b,c). a,b,c sunt coordonatele punctului
A sau (componentele) coordonatele
vectorului V .

Un reper cartezian in plan determind o
impartire a planului in patru regiuni, numite
cadrane, marcate cu cifrele romane I, I,
1, 1V si definite dupa cum urmeaza:
I={M(x,y) | x>0,y>0};

I1I={M(x,y) | x<0,y>0};

N={M(x,y) | x<0,y<0};

IV={M(x,y) | x>0,y<03}.

Teorema:

Daca A(xy.y,) si B(x,,Y,) sunt doud puncte
din plan, atunci distanta dintre ele este:

AB:\/[X1 “x2)2 +(y, ‘Yz)z-

Teorema:

Daca A(x;.¥4,z;) i B(X,Y,,2,) sunt doud
puncte din spafiu, atunci distanta dintre ele
este:

AB:J(xz “xz)z +(Y1 _Yz)z +[Z1 _22)2‘




1.6. Coordonatele unui vector; coordonatele unei
sume vectoriale; coordonatele tinui produs
dintre un vector gi un scalar

Teoremd: | Suma vectorilor. Fie cu reperul xQy vectorii
OA=(x,y,) §i OB=(x,,y,) atunci suma
lor este vectorul OC=(x,+XaY;+Ya)-
Segmentul OC este diagonala paralelogramului
de laturi OA si OB. Se mai numegte regula

paralelogramului.
Y M"«‘\m .........
J::B(Xg,yz)
0 X

Teorema: | Diferenta vectorilor. Fie vectori OA = (x,,y,)
si OB=(x,,y,). Diferenta OA-OB este
vectorul OA+OB' unde OB'=(-X,,—Y,)
si este simetricul lui B fatd de O (originea

segmentului).

Teorema: | Produsul unui vector cu un scalar. Fie
vectorul OA=(x,y,) si scalarul ieR.
Produsul dintre vectorul OA si scalarul ).
este vectorul OP =10A, OP = (Ax,,Ax,). .

Analog pentru vectorii din spatiu.

Adunarea vectorilor in spatiu: OA =(x,,y,,z,) si
OB =(x,,,,2,) atunci suma lor este vectorul

OC = (X, +Xo, ¥ +Y2,2, +2,).

Diferenta vectorilor in spaiu: OA=(x,,y,z,) si
@=(x2,y2,zz) atunci diferenta lor este vectorul
oD = (X=X, ¥4~ ¥2.24 ~2,) (OD=0A-0B).

Produsul dintre un vector din spatiu si un scalar
O_A’ = (X1,y1,Z1) §i 7\46 R; O_E' = O—A' b (AX1,)\.y1,}\421 ).

Teorema: | Proprietdtile sumei vectorilor. Fie U,v,W

trei vectori oarecare in R? (respectiv R3).

Avem:

1. Asociativitatea adundrii vectoriale:
@+V)+W=0+@ +wW).

2. Comutalivitatea adundrii vectoriale:
u+v=v+i

3. G+0=0 (0 este vectorul nul).

4. U+(-0)=0 (-U este simetricul lui U fatd
de adunarea vectorilor).




Teoremd: | Proprietatile inmultirii unui vector cu

un scalar.

1. MG+V)=A0+AV, (V)Ae R si (V) G,V doi
vectori in R? (respectiv R3).

2. (A+W)U=AU+pG,, (YA, peR si (v)u
vector in R2 (respectiv R?).

3. Apl)= (A, (Y, pe R i (V) U vector
in R? (respectiv R?).

4. 1.0G=0 0-u=0, (V)u vector in R2

(respectiv R®).

Observatii: 1. Daca Uz0, atunci —-U este vector

ld

unitar (are lungimea 1).
2. (A-pw)u=AU-pid, (V)A, neR si (V)u

vector.

3. MU-V)=AT-AV, (VeR si (V)T si
v vectori.

4. Ai=0, 2eR si U vector < A=0 sau
u=0.

1.7. Ecuatia dreptei determinate in plan de un
punct si de o directie data; ecuatia dreptei
determinate in plan de doud puncte

Vectorii Gi=(X,,y;) $i V=(X,Y,) sunt coliniari <

_=h=k, X5, ¥o # 0 (88U XY, — Xy, = 0).
X2 Yo

Teorema: | Ecuatia dreptei d determinatd de punctul
A(xo.Yo) si de vectorul director G=(o,B)
este:

y- yo~B(x Xo)-

Observatie: Dreapta d este paralela cu suportul
vectorului U.

Teorema: | Fie A(x,, y,) si B(x,, y,) doud puncte in
plan, dreapta AB are ecuatia

Y-y, -yz—(x-m)-

1

Observatie: Panta dreptei AB este m= Y= Vu si este

2 1
egald cu tangenta unghiului format de

dreapta AB cu sensul pozitiv al axei Ox.




